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 Абстракт. Рассматривается решение по части периодической дискретной 

задачи оптимального управления с начальными управляющими воздействиями. С 

помощью дискретного уравнения Эйлера-Лагранжа предлагается алгоритм для 

нахождения программных оптимальных траекторий и управлений. Результаты 

иллюстрируются примером. 
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 Введение. Как известно [1, 2] движение газа и газожидкостной смеси 

в газлифтном процессе описывается то дифференциальными, то конечно-

разностными уравнениями, где такое описание осложняет разработку 

«однородного» алгоритма. А это создает трудности получения решения 

требующего достаточной точности [4]. Исходя из этих фактов в настоящем 

работе рассматриваются задачи дискретного по части периодического 

оптимального управления. Далее, с помощью дискретного уравнения Эйлера-

Лагранжа [7], приведен решение данной задачи. Результаты иллюстрируется 

простым числовым примером, возникающем при управлении газлифтного 

процесса. 

  

Постановка задачи. Пусть движение объекта описывается на 

интервалах [0, 𝑙 + 0), (𝑙 − 0, 𝑙 + 0) и (𝑙 + 0, 2𝑙] со следующими 

разностными уравнениями 

 

𝑦(𝑥𝑖+1) = 𝑓1(𝑦(𝑥𝑖), 𝑥𝑖),         𝑦(0) = 𝑢 ,    0 < 𝑥𝑖 < 𝑥𝑙−0               (1) 

𝑦(𝑥𝑙+0) = 𝐹𝛿𝑦(𝑥𝑙−0) + 𝑉 ,      𝑥𝑙−0 < 𝑙 < 𝑥𝑙+0                                 (2) 

𝑦(𝑥𝑖+1) = 𝑓2(𝑦(𝑥𝑖),  𝑥𝑖),                 𝑥𝑙+0 < 𝑥𝑖 < 2𝑙                           (3) 
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Здесь 𝑦 − n-мерный фазовый вектор, начальное управление 𝑢 – n-мерный 

постоянный вектор, 𝑓1, 𝑓2 вектор-функции – размерности  𝑛 и кусочно-

постоянные, а 𝐹𝛿 , 𝑉заданные постоянные векторы.  

 Требуется найти управление 𝑢 таким образом, чтобы следующий 

функционал 

𝐽 = 𝑢𝑇𝑅𝑢 + 𝑦𝑇(𝑥𝑙+0)𝑄𝑦(𝑥𝑙+0) + ∑ 𝐿(𝑦(𝑥𝑖), 𝑥𝑖)
2𝑙
𝑥𝑖=𝑥0

                     (4) 

получил бы минимальное значение при условии частичной периодичности 

𝑦(𝑥𝑖) в точках 𝑥𝑙+0 и 2𝑙, т.е. 

𝑦(𝑥𝑙+0) = 𝑦(2𝑙),                                        (5) 
 

где 𝑅 = 𝑅𝑇 > 0, 𝑄 = 𝑄𝑇 < 0 постоянные матрицы размерности 𝑛 × 𝑛, 

𝐿(𝑦(𝑥𝑖), 𝑥𝑖) заданная функция, 𝑇 - знак транспонирование.  

 

 Метод Лагранжа для решения задачи (1)-(5).  

 

Составляя расширенный функционал [7] для оптимизационной задачи (1)-(5) 

имеем следующие дискретные уравнения Эйлера-Лагранжа  

 

  2𝑅𝑢 − 𝜆(0) = 0,                                              (6) 

𝜆(𝑥𝑖) +
𝜕𝐿(𝑦(𝑥𝑖),𝑥𝑖)

𝜕𝑦
− 𝜆𝑇(𝑦(𝑥𝑖+1), 𝑥𝑖+1)

𝜕𝑓1(𝑦(𝑥𝑖),𝑥𝑖)

𝜕𝑦
= 0,     0 < 𝑥𝑖 < 𝑥𝑙−0  (7) 

𝜆(𝑥𝑖) +
𝜕𝐿(𝑦(𝑥𝑖),𝑥𝑖)

𝜕𝑦
−𝜆𝑇(𝑦(𝑥𝑖+1), 𝑥𝑖+1)

𝜕𝑓2(𝑦(𝑥𝑖),𝑥𝑖)

𝜕𝑦
= 0,    𝑥𝑙+0 < 𝑥𝑖 < 2𝑙   (8) 

𝜆(𝑥𝑙−0) = 𝑄𝑦(𝑥𝑙−0) + 𝐹𝛿𝜆(𝑥𝑙+0)

𝑦(𝑥𝑙+0) = 𝐹𝛿𝑦(𝑥𝑙−0)                       
}                                (9) 

𝜆(𝑥𝑙+0) = 𝜆(2𝑙)                                                               (10) 
Здесь 𝜆(𝑥𝑖) Лагранжевый множитель. Итак, решив разностные уравнения (1)-

(3), (7)-(9) с граничными условиями (5), (6), (10) имеем искомое решение 

соответствующей оптимизационной задачи. 

Построение программных траекторий и управлений. Сначала из 

(6) находим управление 𝑢 через 𝜆(0)   в следующем виде 

𝑦(0) = 𝑢 =
1

2
𝑅−1𝜆(0),                                           (11) 

где используя последнее в (1), (3) и (7), (8) имеем на (0, 𝑥𝑙−0) 
 

𝑦(𝑥𝑖+1) = 𝑓1(𝑦(𝑥𝑖), 𝑥𝑖),    𝑦(0) =
1

2
𝑅−1𝜆(0),

𝜆(𝑥𝑖) = −
𝜕𝐿(𝑦(𝑥𝑖),𝑥𝑖)

𝜕𝑦
+ 𝜆𝑇(𝑦(𝑥𝑖+1), 𝑥𝑖+1)

𝜕𝑓1(𝑦(𝑥𝑖),𝑥𝑖)

𝜕𝑦
,
}                       (12) 

 

а в (𝑥𝑙+0, 2𝑙) 
𝑦(𝑥𝑖+1) = 𝑓2(𝑦(𝑥𝑖), 𝑥𝑖),    

𝜆(𝑥𝑖) = −
𝜕𝐿(𝑦(𝑥𝑖),𝑥𝑖)

𝜕𝑦
+ 𝜆𝑇(𝑦(𝑥𝑖+1), 𝑥𝑖+1)

𝜕𝑓1(𝑦(𝑥𝑖),𝑥𝑖)

𝜕𝑦
.
}                      (13) 
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Таким образом, требуется найти решение (12), (13), с условиями (5), (10), 

(11). Здесь имеются по части периодичности условия (5) и (10) 

 

𝑦(𝑥𝑙+0) = 𝑦(2𝑙),     𝜆(𝑥𝑙+0) = 𝜆(2𝑙).                                 (14) 

 

Итак, решение задачи дискретного граничного оптимального управление (1)-

(5) сводится к решению краевой задачи (12), (3), (9) с неразделенными 

граничными условиями (11), (14) где для ее решения имеются хорошо 

разработанные алгоритмы, такие как метод квазилинеаризации [3,6]. 

 Пример. Для простоты рассмотрим линейный случай. Тогда 

уравнение движения газа и газожидкостной смеси, усредненной по времени 

имеет вид [4, 5] 

 

�̇�(𝑥) =
2𝑎𝜌𝐹𝑄2(𝑥)

𝑐2𝜌2𝐹2𝜇−𝑄2(𝑥)
= 𝑓(𝜇)                                    (15) 

 

где 𝜇 -малый параметр. Используем метод квазилинеаризации [6]. Разлагая 

𝑓(𝜇) в ряд Маклерона и взяв в (15) нулевое приближение 𝑓(0) получим 

 

�̇�(𝑥) = −2𝑎𝜌𝐹.                                            (16) 

Далее, используя �̇�(𝑥𝑖) ≈
𝑄(𝑥𝑖+1)−𝑄(𝑥𝑖)

ℎ
, где ℎ = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 =

𝑙

𝑁
,  𝑥0 = 0 из 

(16) получим следующую задачу, подобно (1)-(5): 

 

𝑄(𝑥𝑖+1) = 𝑄(𝑥𝑖) − 2𝑎𝜌𝐹ℎ,       0 < 𝑥𝑖 < 𝑥𝑙−0                 (17) 

𝑄(𝑥0) = 𝑄(0) = 𝑢                                                         (18) 

𝑄(𝑥𝑙+0) = 𝐹𝛿𝑄(𝑥𝑙−0) + 𝑉,    𝑥𝑙−0 < 𝑙 < 𝑥𝑙+0               (19) 
𝑄(𝑥𝑖+1) = 𝑄(𝑥𝑖) − 2𝑎𝜌𝐹ℎ,      𝑥𝑙+0 < 𝑥𝑖 < 2𝑙                       (20) 

𝛼𝑄(𝑥𝑙+0) = 𝑄(2𝑙),                      0 < 𝛼 < 1                      (21) 
 

Допустим, что 𝑥𝑙−0 = 𝑙 − ℎ1, 𝑥𝑙+0 = 𝑙 + ℎ1, где 0 < ℎ1 ≪ ℎ.  Здесь в 

качестве функционала (4) для простоты возьмем  

𝐽 = 𝑢𝑇𝑅𝑢.                                                              (22) 

Нетрудно видеть, что  

𝑄(𝑥𝑖) = 𝑄(0) − 2𝑎𝜌𝐹 ∙ 𝑖ℎ,      0 < 𝑥𝑖 < 𝑥𝑙−0           (23) 

а 

𝑄(𝑥𝑙−0) = 𝑄(0) − 2𝑎𝜌𝐹 ∙ (𝑁 − 1)ℎ − 2𝑎𝜌𝐹ℎ1.       (24) 

Аналогично, получим 

𝑄(𝑥𝑖) = 𝑄(𝑥𝑙+0) − 2𝑎𝜌𝐹ℎ1 − 2𝑎𝜌𝐹(𝑖 − 1)ℎ,      𝑥𝑙+0 < 𝑥𝑖 < 2𝑙.       (25) 

 

Уравнения Эйлера-Лагранжа для задачи (17)-(21) будет иметь следующий 

вид 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

2𝑅𝑢 − 𝜆(0) = 0
𝑄(𝑥𝑖+1) = 𝑄(𝑥𝑖) − 2𝑎𝜌𝐹ℎ,       0 < 𝑥𝑖 < 𝑥𝑙−0

𝑄(0) = 𝑢
𝑄(𝑥𝑙+0) = 𝐹𝛿𝑄(𝑥𝑙−0) + 𝑉

𝑄(𝑥𝑙+1) = 𝑄(𝑥𝑖) − 2𝑎𝜌𝐹ℎ,        𝑥𝑙+0 < 𝑥𝑙 < 2𝑙

𝜆𝑄(𝑥𝑙+0) = 𝑄(2𝑙)

𝜆(𝑥𝑙−0) = 𝐹𝛿𝜆(𝑥𝑙+0)

𝜆(𝑥𝑙+0) = 𝛼 𝜆(2𝑙)

𝜆(𝑥𝑖+1) = 𝜆(𝑥𝑖)             0 < 𝑥𝑖 < 𝑥𝑙−0
𝜆(𝑥𝑖+1) = 𝜆(𝑥𝑖)                 𝑥𝑙+0 < 𝑥𝑖 < 2𝑙

                         (26) 

 

Решая дискретные уравнения в (26) получим 

 

{
 

 
𝑄(𝑥𝑖) = 𝑄(0) − 2𝑎𝜌𝐹 ∙ 𝑖ℎ                 0 < 𝑥𝑖 < 𝑥𝑙−0

𝑄(𝑥𝑖) = 𝑄(𝑥𝑙+0) − 2𝑎𝜌𝐹ℎ1 − 2𝑎𝜌𝑓(𝑖 − 1)ℎ        𝑥𝑙+0 < 𝑥𝑖 < 2𝑙

𝜆(𝑥𝑖) = 𝜆(0)                                    0 < 𝑥𝑖 < 𝑥𝑙−0
𝜆(𝑥𝑖) = 𝜆(𝑥𝑙+0)                           𝑥𝑙+0 < 𝑥𝑖 < 2𝑙

          (27) 

 

Далее, из (26) и (27) получим следующую систему линейных алгебраических 

уравнений относительно неизвестных 

 𝑄(0), 𝜆(0), 𝑄(𝑥𝑙−0), 𝜆(𝑥𝑙−0), 𝑄(𝑥𝑙+0),  𝜆(𝑥𝑙+0), 𝑄(2𝑙) и 𝜆(2𝑙): 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑄(𝑥𝑙−0) = 𝑄(0) − 2𝑎𝜌𝐹(𝑁 − 1)ℎ − 2𝑎𝜌𝐹ℎ1
𝑄(2𝑙) = 𝑄(𝑥𝑙+0) − 2𝑎𝜌𝐹ℎ1 − 2𝑎𝜌𝐹(𝑁 − 1)ℎ

𝑄(𝑥𝑙+0) = 𝐹𝛿𝑄(𝑥𝑙−0) + 𝑉

𝜆(𝑥𝑙−0) = 𝐹𝛿𝜆(𝑥𝑙+0)

𝛼𝑄(𝑥𝑙+0) = 𝑄(2𝑙)

𝜆(𝑥𝑙+0) = 𝛼𝜆(2𝑙)

𝜆(𝑥𝑙−0) = 𝜆(0)

𝜆(2𝑙) = 𝜆(𝑥𝑙+0)

                         (28) 

 

Таким образом, решая СЛАУ (28), мы можем найти искомые неизвестные, а 

далее программную траекторию и управление. 
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